



数体 K 上の楕円曲線 E が K の素イデアル pにおいて good reductionを持つとは、E の整数係
数の方程式で、係数を modulo pして得られる剰余体上の曲線が非特異となるものが存在すること




定理 (Shafarevich). 代数体 K の素イデアルの有限集合 S を任意に与えるとき、S に属さない K
の全ての素イデアルで good reductionを持つようなK 上の楕円曲線の同型類の集合 ESK は有限集
合である。
至る所で good reductionを持つとは、E;K に属する、即ち、全ての素イデアルで good reduction
を持つという意味であり、conductorが自明であることと同値である。そのような楕円曲線は有理
数体 Q上には存在しない (E;Q は空集合である)ことは古くから知られており、K が 2次体の場合
にも有限集合 E;K を決定する試みが多くの研究者によってなされているが、決定が済んでいる体は
まだ多くない。更に、より高次の代数体に対しては、ほとんど結果が得られていない状況であった。
本論文では、E;K の決定に関係する問題を広く考察し、大きく 3つの結果を得ている。その 1つ
目は、K が 3次体の場合に E;K が空集合となる十分条件を与えた次の定理である。
定理 1. 2が不分解かつ狭義類数が 6と素であるような 3次体 K において、K の単数の平方根を
添加して得られるK の 2次拡大体の類数が全て 3と素であれば、E;K は空集合である、即ち、至る
所 good reductionを持つK 上の楕円曲線は存在しない。
虚 2 次体上ではこの定理と類似の十分条件が Stroeker によって与えられていたが、3 次以上
の代数体に対してこのような一般的な判定法は知られておらず、画期的な結果と言える。また、
Stroekerの結果の証明は虚 2次体の単数群が有限群であることに基づいており、単数群が無限群





論文の 2つ目の結果は、与えられた次数の代数体上で至る所 good reductionを持つ楕円曲線の
無限族の構成である。
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定理 2. nを 3以上の整数とする。a 2 Zに対し、Q上の既約多項式
xn   16n 2(a  16)xn 1 + ax  1
の根の 1つを とすると、n次代数体 Q()上の楕円曲線
y2 + xy = x3 + 16x2 + 8x+ 
は至る所 good reductionを持ち、その j 不変量は n次の代数的整数である。
j 不変量が代数的整数である楕円曲線は、定義体を有限次拡大することにより至る所で good
reduction を持つようになる (semistable reduction theorem) ため、E;K 6= ; となる代数体 K の
例を挙げるのは難しいことではない。そのような例を排除するため、申請者は楕円曲線の定義体と
j 不変量が同じ次数を持つ、即ち、j 不変量で生成される代数体上で定義され、その体上で至る所
good reduction を持つような楕円曲線の存在を考察している。2 次体上ではその条件を満たす楕




論文の 3 つ目の結果は、与えられた代数体 K と素イデアルの有限集合 S に対し、ESK に属
する楕円曲線を決定する新たなアルゴリズムの提案である。そのようなアルゴリズムとしては
Cremona-Lingham によるものが知られていたが、それは Mordell 曲線と呼ばれるいくつかの楕
円曲線上の整数点の決定に帰着するもので、K の次数が高くない場合でも容易に実行できるもの
ではない。本論文では、定理 1の考察を一般化し、ESK の決定が K のいくつかの拡大体上でいく
つかの S 単数方程式を解く問題に帰着できることを示し、具体的なアルゴリズムを与えている。S
単数方程式を解くことも一般には容易でないが、有効なアルゴリズムは存在し、申請者が最も関心
を持つ S が空集合の場合には、計算代数システム Magmaに用意されているコマンドを用いて計
算することが可能である。本論文でも得られたアルゴリズムをMagma上に実装し、2次体や 3次
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